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Programación Estocástica Multiobjetivo

 Programación estocástica multiobjetivo: muy apropiada para problemas en muchos ámbitos (energía, 
finanzas, emergencias…):

 Incertidumbre

 Criterios múltiples

 Sea                                        𝑚𝑚𝑚𝑚𝑛𝑛𝑥𝑥∈𝑋𝑋 (𝑓𝑓1 𝑥𝑥, 𝜔𝜔 , … , 𝑓𝑓𝐾𝐾(𝑥𝑥, 𝜔𝜔)) con 𝜔𝜔 ∈ Ω

donde la distribución de 𝜔𝜔 se supone conocida.

 Es habitual considerar la distribución discreta (muchas veces como aproximación) denominándose 
escenarios a los posibles valores de la distribución: programación estocástica.



Aversión al riesgo en Programación Estocástica: CVaR

 Aversión al riesgo en programación estocástica:

 Reducir el problema a un problema determinista con una característica de la distribución (habitual la media)

 La media no es apropiada para aversión al riesgo (minimizar valores extremos)

 CVaR (Valor en riesgo condicional): Dada una función de distribución de una variable aleatoria X, 𝐹𝐹𝑋𝑋 𝜔𝜔 , y 
𝛽𝛽 ∈ {0,1} el 𝛽𝛽-𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 es el valor esperado condicionado en la región {𝜔𝜔: 𝐹𝐹𝑋𝑋 𝜔𝜔 ≥ 𝛽𝛽} .

 Sea una variable aleatoria discreta que toma valores 𝜔𝜔1, … 𝜔𝜔𝐽𝐽 con probabilidades 𝜋𝜋1, … , 𝜋𝜋𝐽𝐽, respectivamente, el
𝛽𝛽-𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 se calcularía como:

𝛽𝛽-𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝜔𝜔1, … , 𝜔𝜔𝐽𝐽 =
𝜋𝜋(1)

𝛽𝛽
𝜔𝜔(1) +

𝜋𝜋(2)

𝛽𝛽
𝜔𝜔(2) + ⋯ + (1 −

𝜋𝜋(1) + 𝜋𝜋(2) + ⋯ + 𝜋𝜋 𝑗𝑗∗−1

𝛽𝛽
)𝜔𝜔(𝑗𝑗∗)

- 𝜔𝜔 1 , … , 𝜔𝜔(𝐽𝐽) vector ordenado de mayor a menor de 𝜔𝜔1, … , 𝜔𝜔𝐽𝐽 , y

- 𝑗𝑗∗ tal que  ∑ 𝑗𝑗<𝑗𝑗∗ 𝜋𝜋𝑗𝑗 < 𝛽𝛽 y ∑ 𝑗𝑗≤𝑗𝑗∗ 𝜋𝜋𝑗𝑗 ≥ 𝛽𝛽.



Aversión al riesgo en Programación Multiobjetivo: OWA con importancias

 Operador de agregación OWA: 

Dados 𝐶𝐶1, . . , 𝐶𝐶𝐾𝐾 ∈ ℜ, el operador OWA de pesos 𝜆𝜆1, … , 𝜆𝜆𝐾𝐾, tales que 𝜆𝜆𝑖𝑖 ∈ {0,1} y ∑𝑖𝑖 𝜆𝜆𝑖𝑖 = 1, se define como

𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 𝐶𝐶1, … , 𝐶𝐶𝐾𝐾 = �
𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑖𝑖𝐶𝐶(𝑖𝑖)

donde 𝐶𝐶 1 , … , 𝐶𝐶(𝐾𝐾) es el vector ordenado de mayor a menor de 𝐶𝐶1, … , 𝐶𝐶𝐾𝐾 .

 Nota: 𝜆𝜆𝑖𝑖 = 1
𝐾𝐾

sería la media, 𝜆𝜆1 = 1 sería el máximo, 𝜆𝜆𝐾𝐾 = 1 sería el mínimo…

 OWA con importancias: aplicación a promedio de peores casos con importancia total r

 Dados 𝐶𝐶1, . . , 𝐶𝐶𝐾𝐾 ∈ ℜ, con importancias 𝑤𝑤1, . . , 𝑤𝑤𝐾𝐾 ∈ ℜ , tal que ∑𝑖𝑖 𝑤𝑤𝑖𝑖 = 1, extension del operador OWA para 
la media de los peores casos, ponderados por su importancia, cuya suma de importancias sea igual a r:

𝑟𝑟-𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 𝐶𝐶1, … , 𝐶𝐶𝐾𝐾 =
𝑤𝑤(1)

𝑟𝑟
𝐶𝐶(1) +

𝑤𝑤(2)

𝑟𝑟
𝐶𝐶(2) + ⋯ + (1 −

𝑤𝑤(1) + 𝑤𝑤(2) + ⋯ + 𝑤𝑤 𝑗𝑗∗−1

𝑟𝑟
)𝐶𝐶(𝑗𝑗∗)

siendo 𝑗𝑗∗ tal que  ∑ 𝑗𝑗<𝑗𝑗∗ 𝑤𝑤𝑗𝑗 < 𝑟𝑟 y ∑ 𝑗𝑗≤𝑗𝑗∗ 𝑤𝑤𝑗𝑗 ≥ 𝑟𝑟.



Aversión al riesgo en Programación Multiobjetivo Estocástica: OWA con 
importancias aplicado a CVaR de los criterios

 Sean 𝑓𝑓𝑘𝑘
𝑗𝑗(𝑥𝑥) funciones a ser minimizadas en un conjunto factible X, con k = 1, . . . , K representando objetivos con 

sus importancias 𝑢𝑢𝑘𝑘, y j = 1, . . . , J escenarios con probabilidades 𝜋𝜋𝑗𝑗.

 Concepto de solución: r-OWA de los β-CVaR de los criterios.

ℎ𝑟𝑟
𝛽𝛽 𝑥𝑥 = 𝑟𝑟-𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂(𝑔𝑔1

𝛽𝛽 𝑥𝑥 , … , 𝑔𝑔𝐾𝐾
𝛽𝛽(𝑥𝑥))

donde   𝑔𝑔𝑘𝑘
𝛽𝛽 𝑥𝑥 = 𝛽𝛽-𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑓𝑓𝑘𝑘

𝜔𝜔1 𝑥𝑥 , … , 𝑓𝑓𝑘𝑘
𝜔𝜔𝐽𝐽(𝑥𝑥))

 Procedimiento: 
 Paso 0: Normalizar las funciones objetivo 𝑓𝑓𝑘𝑘

𝑗𝑗(𝑥𝑥)

 Paso 1: Determinar valores para r y β

 Paso 2: Para cada 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋 y cada criterio definir 𝑔𝑔𝑘𝑘
𝛽𝛽 𝑥𝑥 como la media del criterio k en los peores escenarios cuyas

probabilidades suman β

 Paso 3: Para cada 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋, definir ℎ𝑟𝑟
𝛽𝛽 𝑥𝑥 como la suma ponderada de los peores valores 𝑔𝑔𝑘𝑘

𝛽𝛽 𝑥𝑥 cuyas importancias suman r



Ejemplo

 Sea un problema con 4 alternativas, 5 escenarios y 6 criterios.

 Valores de Alternativa 1:

0.793 =
0.1 × 0.86 + 0.2 × 0.76

0.3

 …

 Para las 4 alternativas:

0.927 =
0.15 × 0.93 + 0.02 × 0.9

0.17



Cálculo en el caso continuo: programación matemática (I)

min
𝑥𝑥∈𝑋𝑋

ℎ𝑟𝑟
𝛽𝛽(𝑥𝑥)

 Dados 𝑘𝑘 ∈ 𝐾𝐾 y 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋

𝑔𝑔𝑘𝑘
𝛽𝛽 𝑥𝑥 = 1

𝛽𝛽
∑𝑗𝑗 �𝜋𝜋𝑗𝑗𝑓𝑓𝑘𝑘

𝑗𝑗(𝑥𝑥) siendo 

 Puede calcularse como:

→ Dual



Cálculo en el caso continuo: programación matemática (II)

 Así                                                                   y     min𝑥𝑥∈𝑋𝑋 𝑔𝑔𝑘𝑘
𝛽𝛽 𝑥𝑥 =

 ℎ𝑟𝑟
𝛽𝛽 𝑥𝑥 = 1

𝑟𝑟
∑𝑘𝑘 �𝑤𝑤𝑘𝑘𝑔𝑔𝑘𝑘

𝛽𝛽(𝑥𝑥) puede calcularse como

Dual                                              →



Cálculo en el caso continuo: programación matemática (III)

 Y                                                               equivale a  

 Y            min
𝑥𝑥∈𝑋𝑋

ℎ𝑟𝑟
𝛽𝛽(𝑥𝑥) equivale a  



Aplicación a un problema de ejemplo: problema de la mochila estocástico 
multivariante

 Problema de la mochila sentido minimización                                 Con aversión al riesgo

 Sin aversión al riesgo



 243 casos generados aleatoriamente (volumen y beneficio). Equiprobables y utilidades iguales

 Medidas de comparación

Aplicación a un problema de ejemplo: Resultados computacionales

MSP MIP



 Primer caso: 50 objetos, 5 escenarios y 3 criterios. Equiprobables y utilidades iguales

 Medidas de comparación

Aplicación a un problema de ejemplo: Resultados computacionales



 Caso: 200 objetos, 100 escenarios (eje X menor a mayor), 3 criterios. Parámetros: r = 0.33, β = 0.05

Aplicación a un problema de ejemplo: Resultados computacionales (II)



 100 Casos:  100 objetos, 25 escenarios y 6 criterios. r = 0.5, β=0.1

Aplicación a un problema de ejemplo: Resultados computacionales (III)

MSP         MIP



Conclusiones

 Un nuevo concepto de solución para problemas de 
Decisión Multicriterio Estocástica con aversión al riesgo

 Un procedimiento de cálculo mediante programación 
lineal (salvo definición del conjunto de soluciones)

 Aplicación a un problema ejemplo: problema de la 
mochila

 Resultados:

 La solución neutral al riesgo (media) es bastante peor en los 
escenarios extremos y criterios con peor logro,
empeorando bastante más que la solución propuesta 
empeora la media (%)

 Es más clara la diferencia en los casos extremos cuanto
menores son r y β (mayor aversión al riesgo)

 El tiempo de ejecución aumenta claramente, aunque 
admitiendo un 1% de GAP se reduce drásticamente

 La aplicación de este modelo debe hacerse cuando quede 
claro que existe aversión al riesgo tanto frente a la 
aleatoriedad como a un bajo logro de algunos criterios
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